2M371 — Algebre linéaire 2 Université Pierre et Marie CURIE
Mathématiques Année 2015/2016

Feuille d’exercices n° 2

Bases duales et bases antéduales

1 — Sur E = R3, dans chacun des cas suivants, montrer que les vecteurs suivants forment une base de E et
calculer leur base duale.

1) €1 = (1707 71)a €2 = (717 *132)7 €3 = (*27 L, *2)'
2) €1 = (17070)7 €2 = (la 150)7 €3 = (07 L, 1)
3) €1 = (17 17O)a €2 = (Oa 17 1)7 €3 = (17 1a 1)

2 — Sur E = R3, dans chacun des cas suivants, montrer que les formes linéaires données forment une base de
E* et calculer leur base préduale.

1) f1:(1,17—1), f2:(17_131)a f3:(17171)
2) f1:(17273)a f2:(27354)7 f3:(37476)
3) f1:(07171)7 f2:(17071)7 f3:(17170)
1 1 0 3
) 1 2 1 3
3 — Soit A = 01 2 1 € My(R).
2 2 1 8
1) Déterminer A1
1 1 0 3
. . 1 2 1 3 4
2) Justifier que la famille ol 1l 120 |1 est une base de R* et trouver sa base duale.
2 2 1 8

4 — Sur E = R", on considére les formes linéaires f;(x1,...,xn) = &; + Ti11,1 € 1,..n— 1L et fp(z1,...,2n) =
Zpn + x1. Déterminer si (f1, fa, ..., fn) est une base de E* et, le cas échéant, calculer sa base préduale.

5 — 1) Soit n € N* et E = C,, [X]. Pour a € C, on définit l’application lineéaire ¢, par :
VP € E, p.(P) = P(a).

Montrer que pour tout a € C, ¢, € E*.

2) Soit (ag, a1, ..., an) € C*"*1 une famille de complexes deux a deux distincts. Montrer que la famille (¢a,, Pay s s Pa, )
est une base de E'x et calculer sa base préduale.

3) Montrer qu'il existe (Mg, ..., A,) € C"*! tel que
1
VP e E,/ P(t)dt = Mg P(ag) + ... + A\ P(an)
0

et donner les \; sous forme d’une intégrale.

6 — Sur E = R3 [X], on considere les formes linéaires f;(P) = |, !

0 t'P(t)dt,i € 0,1,2,3. Montrer que (fo, f1, f2, f3)
forme une base de E* et trouver sa base préduale.

7 — Soit f1,..., fn des formes linéaires sur k™ telles qu’il existe € k™ non nul tel que fi(z) = fo(z) = ... =
fn(z) = 0. Montrer que la famille (f1, fa, ..., fn) est liée.

8 — Soit B = (e1, €2, €3, ¢4) la base canonique de V' = R*, soit V* I'espace dual de V et B* = (e, e}, €5, ¢e}) la
base duale de B.

1) Soit P le plan de V engendré par les vecteurs v; = e1+2ea+e3+eq et vy = ea+e3+e4. Pour ag, as, a3, a4 € R,
sous quelles conditions la forme linéaire f = aie] + aze3 + azel + ase) s’annule-t-elle sur P 7
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2) Déterminer une base (f1,..., f4) du sous-espace P+ = {f € V* | f(v) =0, Vv € P} de V* (ou d =
dim P1). Puis, de facon équivalente, donner d équations linéaires, linéairement indépendantes, définissant
P.

3) Considérons maintenant les formes linéaires ¢ = e] + €5 — e} et ¢ = e} + €. Déterminer la dimension et une
base du sous-espace E = {v € V | ¢(v) =0 =1(v)} de V.

9 — Soit V = R,[X] l'espace des polynémes de degré < n et soit B la base (1,X,...,X") de V. Soit 9
I'endomorphisme de V qui & tout P € V associe son polyndéme dérivé P’. On pose §° = 9o --- 0 (i facteurs)
pour i € N*, et ° = idy. On fixe n = 4 (mais on peut faire 'exercice pour n arbitraire).

1) Pour i =0,...,n, on considere la forme linéaire ¢; : V — R, P — (aif% ; montrer que (¢o, ..., 0n) est la
base duale B* de la base B=(1,X,...,X™) de V.

2) Soit A € R. Ecrire la matrice Ay exprimant la famille de vecteurs Cy = (1, X — X, (X — A)?,..., (X —\)")
dans la base B et montrer que Cy est une base de V.

3) Soit uy lendomorphisme de V tel que Matp(uy) = Ax. Si p € R, pouvez-vous déterminer sans calcul la
matrice de u, o uy puis celle de u;l ? Sinon, calculez A;l.
4) Soit C5 la base duale de Cy. Ecrire la matrice de passage Matg-(C5).

Opérations élémentaires

10 — On considére dans R le sous-espace L, resp. M, engendré par les vecteurs

1 1 1 3 1 1
-1 3 1 1 2 2
vi=\|11|, vo=1[1|, vs=]1], resp. vq= 1|3, vs=|1], wvs=|0
-1 3 1 1 2 2
1 1 2 3 1 0

En faisant des opérations sur les colonnes de la ou les matrice(s) appropriée(s), donner des bases de L, M,
L+ Metde LNM.

1 2 3 4 5
. 03 4 5 6
11 — Soit A = 5 1 5 4 3 |€ My 5(R).

3 2 8/3 5 22/3
1) En faisant des opérations élémentaires sur les colonnes, déterminer rang(A) et des bases de im(A) et Ker(A).

2) Donner une base de F° ott F est le sous-espace du dual de R engendré par les formes linéaires z — x1+2z2+
3xs+4x4+5Ts5, x — 3xo+4xs+5T4+6x5, v — 201 +x0+drs+4rs+3x5, et x — 3x1+2x2+§x3+5x4+23—2x5.

12 — Reprendre la question 1 de I'exercice précédent avec la matrice

W W N

€ M5(R).

b

Il
== N =
OO WM
N O Ok W
[SURSEEN IS TN

Deviner la question suivante et la résoudre!

13 — En faisant des opérations élémentaires sur les colonnes, déterminer, en fonction du parametre ¢t € R, une
base de 'image et du noyau de la matrice
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Déterminants

14 — Calculer les déterminants suivants :

i Z 2 z a—b—c 2a 2a a+b b+ec c+a
v b oa zl’ 2b b—c—a 2b ;o a?+02 V42 P +d?,

2c 2c c—a—2>b a4+ B+ AF4dd
a r x b

a+b ab a®+ b2 a2 b ab
b+c be B2+c%|, |2 ab d?|.
c+a ca +ad? ab a®> b?

15 — Soit n € N, calculer les déterminants de taille n suivants :

1 e e e 1
1) 1
S
1 1 0
0 1
1 0
2)
S
1 1 0
a b b
3) |V
-
b b «a

ou B,C, A sont des matrices carrées de formats

16 — On définit une matrice A par blocs A = g D

C
respectifs p, ¢, p + g. Montrer que det(A) = det(B) x det(C)

17 — Soit n € N, et (g, ..., zp—1) € C™. Calculer le déterminant suivant, dit déterminant de Vandermonde :

1 1 1
Zo T Tn—1
2 2 2
_ |z x x
Van(zg, ..., Tp—1) = | *0 1 n—
n—1 n—1 n—1
Lo Ly o Tpa

18 — Soit (ay,...,an,b1,...,b,) € C** vérifiant a; + b; # 0,Vi,j. Calculer le déterminant de Cauchy C, =

det (#) .
@itbi J1<ij<n

19 — Soit n € N et (ag, a1, ...,an—1) € C™. Calculer det(A — zI,,) pour tout x € C, ol

0 -+ -+ 0 ag

1 . aq
A= 1o

: . -0 :

0O -+ 0 1 ap_

20 — 1) Soient a; j,

1 <i,j < n n? fonctions dérivables sur R & valeurs dans C. Soit d la fonction définie par
d(x) = det(ai;(2))1<

_j<n- Montrer que d est dérivable sur R et calculer d’.
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r+1 1 .- 1
1
2) Calculer d,(z) =
: . . 1
1 e 1 41
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Corrections

1 — La base duale est composée des fonctions coordonnées dans la base correspondante. On doit donc résoudre

u = zej + yes + zesz pour n'importe quel vecteur u = (a, b, ¢).

1) Onobtient # = —2b—c,y = +(—a—4b—c),z = +(—a—b—c), donc e = (0, -2, —1),e5 = (—1/3,-4/3,-1/3), e} =
(—1/3,-1/3,—1/3).

2) On obtient t =a—b+c,y=b—c,z=cdoncej =(1,-1,1),e5 = (0,1, —

3) On obtient  =b—c,y =b—a,z=a—b+cdonc ef = (0,1,—1),e}

2 — On note (e, e2, e3) la base préduale.

1) €1 = (1/27 Oa _1/2)3 €2 = (1/27 _1/270)7 (03 1/27 1/2)

2) €1 (727071)362 = (073372)7(1372,1)'

3) €1 = (71/23 1/27 1/2)7 €2 = (1/27 71/27 1/2)7 (1/27 1/25 71/2)
5 -6 5 —4

-5 3 -2 1

4 -2 2 -1

-3 1 -1 1

3—1) A=

2) Comme la matrice est inversible, le systéme de vecteurs forme une base de R*. Sa base duale est donnée par
les lignes de A~!.

4 — On doit résoudre le systéme suivant pour tous (y1, ..., yn) € R, d’inconnues (z1,...,z,) € R :

Tn+2x1 = N (1)
T1+x2 = Y2 (2)
(3)

Tp1+Tn = Yn. (4)

En effectuant 'opération Ly < L1 + >, _,(—1)*"1 Ly, on obtient :

1) Si n est pair, la premiére ligne du systéme devient 0 = y; — y2 + y3 — - - - — Yn, donc le systéme n’est pas
inversible. Ce n’est donc pas une base.

2) Si n est impair, la premiere ligne du systéeme devient 2z, = y1 — y2 + y3 — -+ + yn. On obttent alors
en = 3(1,—1,1,...,1) et les autres par substitution.

5 — 1) ¢, est clairement linéaire.

2) On montre que cette famille est libre : soit (Ag, ..., An) € C"T! tels que .7 ; Aigs, = 0. On a alors, pour
Py =1];.,(X - ai)s Yorg )\ig.oai (P;) = Ai [l :(aj — ai) = 0, donc A; = 0. La famille est donc libre. Comme
elle est de cardinal n + 1 = dim C,,[X], c’est une base.

On a de plus, pour Q; = ﬁ Hj#(X — ai), Pa,(Q;) = 0; ; , donc les @Q; sont la base préduale.

ji(@i—ai)

3) Comme P fol P(t)dt est une forme linéaire sur C,[X], ces coefficients existent. On a \; = fol Qi(t)dt.

6 — Ce sont bien des formes lindaires. Les polynémes Pi = §(9 — 15X?), P, = £(75X — 105X?), 1(—15 +

8
45X?), (—105X + 175X3) vérifient f;(P;) = d; j, et on en déduit donc que c’est une base et sa base préduale.

7 — Complétons = en une base de k™, (z,ea,...,e,). Considérons sa base duale (ef, ...,e}). Alors fi1,..., fn €
Vect(es, ..., ef) qui est un s.e.v. dimension n — 1, et elle est donc liée.

flex —2ea4+e3) = 0

8 —1 s’annule sur P si et seulement si
) f { flea+es+es) = 0
2) On trouve as = —a3 — a4 et a1 = az + a4.

3) Une base est par exemple donnée par (1,—1,1,0),(1,—1,0,1). Autrement dit fi(x,y,z,t) =z —y + 2z et
fo(z,y,2z,t) = v —y +t. Les équations x — y + z = 0 et  — y + ¢ définissent P.

4) o(z,y,z,t) = Y(z,y,2,t) =0 & . = —t,y = z+t. Une base est donnée par v; = (0,1,1,0),v3 = (—1,1,0,1).

9 — 1) On a qbz(X]) = 61‘,]‘.
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I D D
0 1 —2)x 3X2 —4)3
2) Ona Ay=1]0 0 1 —3X 6)%2 | Cette matrice est inversible car triangulaire & diagonale > 0 et
0 0 0 1 —4\
0 0 0 0 1

c’est donc une base.
3) uy: P+ P(X — )). On en déduit donc que u, ouy = uyy,n et uy' =u_y.
4) MatB*(Cf\) = tMatB(C)\)_l.

10 —
11 —
12 —
13 —

14 — (2z 4 a® — b?)(2z — a® + b%), (a + b+ ¢)?, 2abe(b — a)(c — a)(c — b), (b — a)(c — a)(c — b)(ab + ac + be),
_(b3 _a3)2.

15 — 1) (_1)n—1

2) (n — 1)(_1)n—1

3) (b—a)(a+ (n—1)b)(=1)"*

16 — Si det(C) = 0, alors A n’est pas inversible et la formule est bonne. Si det(C) # 0, soit f(M) =

det 0 c)* ﬁ(())' Alors on montre facilement que f est une forme n-linéaire alternée qui vérifie f(I,) = 1,

et on en déduit donc que f = det. On a alors det(A4) = f(B) = det(B)/ det(C).

17 — V(.Z'07$1, ...,.’L‘nfl) = H (.’Ej — .’L'Z').

0<i<j<n
H aj—a; H bj—b;
i i<s
18 — S
3
19 —
20 —



